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1 가부번집합과 가산집합이란?

1.1 정의

일반적으로 가산 집합에는 유한 집합이 포함되지만, 유한 집합을 제외하고 셀 수 있는 무한
집합만을 가리키는 경우도 있다. 앞의 경우는 가산 이하라는 표현을, 뒤의 의미에 대해 가산
무한이나 가부번 집합이라고 표현한다. 엄밀히는 유한 집합(가산 이하)은 자연수 집합으로
단사 함수가 존재하나 원소의 개수가 유한한 집합을 말하며, 가부번 집합은 자연수 집합으로
전단사 함수가 존재하는 집합을 말한다.

1.1.1 가부번집합

집합 X에 대하여 X ∼ N일 때 X를 가부번집합(denumerable set)이라고 한다.

1.1.2 가산집합

유한이거나 가부번인 집합을 가산집합(countable set)이라 한다. 가산 집합은 자연수의 집합
으로의 단사 함수가 존재하는 집합을 말한다. 가령 짝수의 집합은 무한집합이지만 각 짝수는
자연수에 순서대로 1:1 대응이 가능하므로 가산집합이다. 자연수, 정수, 유리수의 집합은 가
산집합이다. 어떤 집합이 가산 집합인 경우, 그 집합(의 원소의 개수)을 셀 수 있다 혹은 가산
개의 원소가 있다고 정의한다.

1.2 참고

X가 가부번집합이면 X의 원소를 나열하여 X = {x1, x2, x3, · · · }와 같이 쓸 수 있다.

2 정리와 증명

2.1 첫번째

2.1.1 정리

X: 가부번집합, Y ⊆ X Y: 무한집합 ⇒ Y: 가부번집합
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2.1.2 증명

X가 가부번집합이므로 X = {x1, x2, x3, · · · }로 나타낼 수 있다. Y가 무한 부분집합일 때 n1

을 xn1
∈Y을 만족시키는 가장 작은 첨자라 하자. 또 n2를 xn2

∈ Y - {xn1
}을 만족시키는 가장

작은 첨자라 하자.
이와 같이 xn1

, xn2
, xn3

, · · · , xnk−1을 찾아낸 후에 xnk
∈ Y −{xn1

, xn2
, xn3

, · · · , xnk−1}이 되는
가장 작은 첨자를 xnk

라 하자. 집합 Y가 무한집합이므로 그런 xnk
는 항상 존재한다. 그러면 Y

의 모든 원소가 이런 형태로 표현이 되고, 따라서 Y = {xn1
, xn2

, xn3
, · · · }가 된다.

이제 함수 f : N → Y, f(i) = xni
를 생각하면 f는 전단사함수이다. 따라서 Y는 가부번집합이

다.

2.1.3 예시

소수의 집합 P = {x | x는 소수}는 자연수의 무한 부분집합이므로, 가부번집합이다.

2.1.4 따름정리

가산집합의 모든 부분집합은 가산집합이다.

2.2 두번째

2.2.1 정리

A: 유한집합 B: 가부번집합 ⇒ A ∪ B:가부번집합

2.2.2 증명

A가 유한집합이므로 A = {x1, x2, · · · , xn}라 하자. B가 가부번집합이므로 B = {y1, y2, · · · }
로 나타낼 수 있다.
따라서 A ∪B = {x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · }로 나타나게 되어 가부번집합이 된다.

2.3 세번째

2.3.1 정리

A, B: 가부번집합 ⇒ A ∪B: 가부번집합

2.3.2 증명

A, B가 가부번집합이므로, A ∼ N, B ∼ N이다. 그런데 N ∼ Ne = {2n | n ∈ N}, N ∼ N0 =
{2n− 1 | n ∈ N}이다. 그러므로 A ∼ Ne이고 B ∼ N0이다.
(1) A ∩B = ∅일 경우: A ∪ B ∼ Ne ∪ N0 = N

∴ A ∪ B: 가부번집합이다.
(2) A ∩B 6= ∅일 경우: B − A = C ⇒ A ∪ B = A ∪ C

a) 만일 C가 무한집합이면 C는 가부번집합이 된다. 따라서 A ∪ C ∼ N0 ∪ Ne (∵ A ∩ C = ∅)
그런데 A ∪B = A ∪ C이므로 A ∪B ∼ N

∴ A ∪ B: 가부번집합
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b) C가 유한집합일 경우 ⇒ A ∪ C: 가부번집합
그런데 A ∪B = A ∪ C이다.
∴ A ∪ B: 가부번집합이다.

2.3.3 따름정리

{Ai}i=1,2,··· ,n: 가부번집합들의 집합족 ⇒
⋃n

i=1
Ai: 가부번집합

2.4 네번째

2.4.1 정리

N× N: 가부번이다.

2.4.2 증명

함수 f : N× N → N를 f(i, j) = 2i3j로 정의하자. 그러면 f는 단사함수이다.
⇒ N× N f(N× N)
⇒ f(N× N): 무한집합 (∵ N× N: 무한집합)
그런데 f(N×N) ⊆ N이므로 f(N×N)은가부번집합의무한부분집합이된다.따라서 f(N×N):
가부번집합

그런데 N× N f(N× N)이므로, N× N이 가부번집합이다.

2.4.3 따름정리

두 집합 A, B가 가부번집합이면 AXB도 가부번집합이다.

2.4.4 따름정리의 증명

두집합 A, B가가부번집합이므로 A N, B N이고정리 6.25에의해 AXB N×N.그런데 N×N

이 가부번집합이므로 AXB도 가부번집합이다.

2.5 다섯번째

2.5.1 정리

모든 k ∈ N에 대해 Ak가 가부번집합이고, 모든 i 6= j에 대해 Ai ∩ Aj = ∅ ⇒
⋃

k∈NAk:
가부번집합

2.5.2 증명

모든 k ∈ N에 대해 Ak가 가부번집합이므로, Ak ∼ N이다.
또한 ∀k ∈ N,N ∼ N× {k}이므로, (∵ f(i) = (i, k): 전단사함수) N ∼ N× {k}이다.
따라서 ∀k ∈ N, Ak ∼ N× {k}이다.
⇒

⋃

k∈NAk ∼
⋃

k∈N N× {k}
(∵ fk : Ak ∼ N × {k}가 전단사함수라 할 때 f(x) = fk(x), x ∈ Ak로 정의되는 함수 f :
⋃

k∈NAk ∼
⋃

k∈NN× {k}도 전단사이다.)
그런데

⋃

k∈NN× {k} = N× N이므로
⋃

k∈NAk ∼ N× N이고 따라서 가부번집합이다.
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2.5.3 따름정리

모든 k ∈ N에 대해 Ak가 가산집합이면,
⋃

k∈NAk도 가산집합이다.

2.5.4 예시

(1) Q: 가부번이다.
-¿ 모든 유리수를 서로소인 p ∈ N, q ∈ Z를 사용해서 분수형태인 q

p
로 나타내기로 하자. 이제

Q+ = { q

p
| q

p
> 0}, Q− = {− q

p
| q

p
∈ Q+} 하면, Q = Q+ ∪ {0} ∪Q−이 된다.

Q+: 가부번집합임을 증명하자. f : Q+ → N×N를 f
(

q

p

)

= (p, q)로 정의하자. 그러면 분명히

f는 단사함수이다.
따라서 Q+ ∼ f(O+) ⊆ N× N.
그런데 Q+ ⊇ N이므로 Q+는 무한집합니다.
그러므로 f(Q+)은 가부번집합 N× N의 무한 부분집합이다.
따라서 f(Q+)은 가부번이다.
∴ Q+: 가부번이다. 그런데 Q+ ∼ Q−이므로 Q−도 가부번이다.(∵ f(x) = −x가 전단사)
∴ Q = Q+ ∪ {0} ∪Q−: 가부번이다.
(2) 위 예제에 의해 Q가 가부번 집합이므로 Q ∼ N임을 알 수 있다.
(3) N ∼ Q이므로 N× N ∼ Q×Q이고, 따라서 Q×Q는 가부번집합이다.

2.6 여섯번째

2.6.1 정리

임의의 무한집합에 대하여 그 부분집합 중에 가부번집합이 존재한다.

2.6.2 증명

X: 무한집합이라 하자. X 6= ∅이므로 ∃x1 ∈ X. 또한 X − {x1} 6= ∅이므로 ∃x2 ∈ X − {x1}.
이와 같은 방법으로 모든 자연수 k에 대해 ∃xk ∈ X − {x1, x2, · · · , xk − 1}. 이제 집합 Y =
{xk | k ∈ N}를 생각하면 분명히 Y ⊆ X이고 Y는 가부번이다.
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